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CQR při Ústavu teorie informace a automatizace AV ČR v Praze

Úvod

Ve výzkumné zprávě č. 2016 “Odhady koeficient̊u zp̊usobilosti a jejich vlastnosti” viz [1],

byly odvozeny aproximace hustot rozděleńı pravděpodobnosti odhadu Ĉp koeficient̊u Cp

podle typu tzv. zp̊usobilostńı směrodatné odchylky. Volba odhadu směrodatné odchylky

sledovaného jakostńıho znaku obvykle v praxi úzce souviśı s použitým tvarem regulačńıho

diagramu. Jedná-li se o diagram (x,R), pak je vhodné použ́ıt pro odhad směrodatné

odchylky σ veličinu R/d2(n), kde n je rozsah logické podskupiny odeb́ırané z procesu a R

je pr̊uměrné rozpět́ı. Analogicky při regulačńım diagramu (x, s), kdy směrodatná odchylka

σ se odhaduje pomoćı veličiny s/C4(n), kde s je pr̊uměrná výběrová směrodatná odchylka.

Koeficienty d2(n) a C4(n) jsou běžně tabelovány v literatuře zabývaj́ıćı se konstrukćı

regulačńıch diagramů. Lze uvažovat i třet́ı typ odhadu odvozený od výběrové směrodatné

odchylky, a to

σ̂ =


 1

k(n− 1)

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi)
2




1/2

,

který je založen na odhadech rozptylu v podskupinách za předpokladu nezávislosti pod-

skupin. Č́ıslo k představuje počet vzatých podskupin do výpočtu. Jednotlivá měřeńı v i-té

podskupině jsou známa jako xij, j = 1, 2, . . . , n. Tento odhad se ale bohužel v praxi (ani

v softwarech pro SPC) nepouž́ıvá, i když dává velice dobré výsledky a má celou řadu

výhod, např. při konstrukci odhad̊u ukazatele Cp.

Při odvozováńı aproximativńıch hustot se vycháźı z předpokladu, že v rámci každé

podskupiny lze chováńı jakostńıho znaku popsat normálńım rozděleńım. Tato rozděleńı se

mohou od jedné podskupiny k druhé lǐsit v parametru polohy, nikoliv však v parametru

variability σ a skupiny muśı být navzájem nezávislé. Ukazatel Cp totiž vyjadřuje po-

tencionálńı úroveň zp̊usobilosti dosažitelnou pouze při centrováńı sledovaného jakostńıho

znaku na prostředek tolerančńıho rozpět́ı.

Maximálně věrohodné odhady ukazatele Cp

V daľśım provedeme odvozeńı maximálně věrohodných odhad̊u ukazatele Cp pro výše

uvedené tři př́ıpady:
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a) Odhad založený na výběrovém rozpět́ı R:

Zde je hustota odhadu Ĉp dána vyjádřeńım:

fR(x) =
1√
2π

exp

{
−k

2

α2
u

β2
u

(
Cp

x
− 1

)2
}

αn

βn

√
k

x2
Cp

pro x ≥ 0. Jinak je fR(x) = 0. Koeficienty αn, βn jsou tabelovány (viz [1]) a závisej́ı

na velikosti podskupiny a souvisej́ı s asymptotickým rozděleńım výběrového rozpět́ı

R z normálńıho rozděleńı.

Uvažujme situaci, kdy máme k dispozici N výběr̊u složených z k odebraných pod-

skupin, za předpokladu nezávislosti je pak sdružená hustota dána součinem

fR(x1, x2, . . . , xN) = CN
p ρN

n,k exp

{
−1

2
ρ2

n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)2

}
N∏

i=1

1

x2
i

,

kde ρn,k = αn

βn

√
k.

Odhad ukazatel̊u Cp založený na poměru věrohodnosti se źıská hledáńım maxima

hustoty. Snadno zjist́ıme, že

ln fR(x1, x2, . . . , xn) = N ln Cp + N ln ρn,k − 1

2
ρ2

n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)2

−
N∑

i=1

ln x2
i

Odtud již
∂ ln f(x1, x2, . . . , xN)

∂Cp

=
N

Cp

− ρ2
n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)
· 1

xi

.

Maximálně věrohodný odhad pak źıskáme řešeńım rovnice:

N

Cp

= ρ2
n,k

N∑

i=1

(
Cp

xi

− 1
)
· 1

x2
i

.

T́ım se dostáváme ke kvadratické rovnici pro Cp, a to

1

ρ2
n,k

= T2(x1, . . . , xN) C2
p − T1(x1, x2, . . . , xN) Cp,

kde

T1(x1, x2, . . . , xN) =
1

N

N∑

i=1

1

xi

, T2(x1, x2, . . . , xN) =
1

N

N∑

i=1

1

x2
i

.

Řešeńı rovnice má pak tvar

Ĉ(MLE)
p = T1(x1, x2, . . . , xN)±

√√√√√T 2
1 (x1, x2, . . . , xn) + 4T2(x1,x2,...,xn)

ρ2
n,k

2T2(x1, x2, . . . , xN)
.

Samozřejmě uvažujeme pouze př́ıpad se znameńım +, nebot’ záporný odhad nemá

smysl, nebot’ vždy Cp > 0.
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V př́ıpadě N = 1, což je nejčastěji se vyskytuj́ıćı situace v praxi (např. Cp se

odhaduje na základě jediné regulačńı karty), pak

Ĉ(MLE)
p =

ρn,k +
√

ρ2
n,k + 4

2ρn,k

Ĉp,

kde

Ĉp =
USL− LSL

6R/d2(n)
.

Pro zjednodušeńı lze odhad Ĉ(MLE)
p vyjádřit jako

Ĉ(MLE)
p =


1

2
+

√√√√1

4
+

1

ρ2
n,k


 Ĉp,

což znamená při k ↗ +∞, že pro praktické účely se odhady Ĉp a C(MLE)
p moc nelǐśı.

Při k ≥ 20 lze uvažovat, že

Ĉ(MLE)
p

.
= Ĉp.

Pro N > 1 je pak situace již komplikovaněǰśı, nebot’ pak

T1 =
1

N

N∑

i=1

1

Ĉp,i

, T2 =
1

N

N∑

i=1

1

Ĉ2
p,i

,

kde Ĉp,i je odhad odvozený od Ri/d2(n), tedy od i-té části logických podskupin.

Pokud v tomto př́ıpadě budeme uvažovat N ↗ ∞ a současně k ↗ ∞, pak lze

snadno dokázat, že

Ĉ(MLE)
p

−→
k,N→∞ Cp.

Jedná se tedy o konzistentńı odhad.

b) Odhad založený na pr̊uměrné směrodatné odchylce s:

Zde je hustota odhadu ukazatele Cp dána obdobně jako v př́ıpadě a) vyjádřeńım:

fs(x) =
1√
2π

exp

{
−1

2

a2
n−1

b2
n−1

k
(

Cp

x
− 1

)2
}

an−1

bn−1

√
k

Cp

x2

pro x > 0. Pro x ≤ 0 je fs(x) = 0.

Z tvaru aproximativńı hustoty ihned plyne, že jej́ı tvar se nelǐśı od tvaru hustoty

v př́ıpadě a), pouze jsou zde jiné koeficienty an−1, bn−1. Tyto jsou rovněž tabelovány,

dokonce je možno je vyjádřit pomoćı funkce Γ(·)

an−1 =

√
2

n− 1

Γ
(

n
2

)

Γ
(

n−1
2

) , bn−1 = 1− 2

n− 1

Γ2
(

n
2

)

Γ2
(

n−1
2

) .

Z tohoto faktu vyplývá, že maximálně věrohodný odhad poč́ıtaný pomoćı s lze źıskat

zcela stejným postupem jako v př́ıpadě a) a se zcela stejnými vlastnostmi.
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c) Odhad založený na pr̊uměrném rozptylu

σ̂2 =
1

k(n− 1)

k∑

i=1

n∑

j=1

(xij − xi)
2 .

Zde lze napsat vzorec pro odpov́ıdaj́ıćı hustotu rozděleńı pravděpodobnosti přesně,

nebot’ lze jej́ı tvar odvodit od χ2-rozděleńı, když rozděleńı v podskupinách bude

normálńı a podskupiny navzájem nezávislé. Hustota má tvar

fI(x) =
Ck(n−1)

p [k(n− 1)]
k(n−1)

2

2
k(n−1)

2
−1Γ

(
k(n−1)

2

) exp

{
−k(n− 1) C2

p

2x2

}
1

xk(n−1)+1
.

Opět uvažujeme situaci složenou z N nezávislých d́ılč́ıch úsek̊u logických podskupin

o k podskupinách. Pak sdružená hustota má tvaru součinu, tedy

fI(x1, x2, . . . , xn)

=
CNk(n−1)

p [k(n− 1)]
Nk(n−1)

2

2
Nk(n−1)

2
−1ΓN

(
k(n−1)

2

) exp

{
−k(n− 1) C2

p

2x2

N∑

i=1

1

x2
i

}
1

∏N
i=1 x

k(n−1)+1
i

.

Odtud snadno odvod́ıme

ln fI(x1, x2, . . . , xN)

= Nk(n− 1) ln Cp +
Nk(n− 1)

2
ln {k(n− 1)} −

(
k(n− 1)

2
− 1

)
ln 2

−N ln Γ

(
k(n− 1)

2

)
− C2

pk(n− 1)

2

N∑

i=1

1

x2
i

−
N∑

i=1

(k(n− 1) + 1) ln x2
i .

Pak derivace logaritmu od hustoty je rovna:

∂ ln fI(x1, x2, . . . , xN)

∂Cp

=
Nk(n− 1)

Cp

− Cpk(k − 1)
N∑

i=1

1

x2
i

,

a tedy maximálně věrohodný odhad splňuje rovnici:

1 = C2
p ·

1

N

N∑

i=1

1

x2
i

,

neboli

Ĉ(MLE)
p =

(
1

N

N∑

i=1

1

x2
i

)−1/2

.

V nejjednodušš́ım př́ıpadě, N = 1, pak ihned máme, že

Ĉ(MLE)
p = Ĉp

při aplikaci odhadu směrodatné odchylky založeném na pr̊uměrném rozptylu.

4



Věrohodnostńı poměry a testy hypotéz o ukazateli Cp

Odhad založený na R:

σ̂R =
R

d2(n)
.

V tomto př́ıpadě poměr věrohodnosti má tvar

`(x1, x2, . . . , xn) =
(

C1

C0

)N

exp

{
−1

2
ρ2

n,k

N∑

i=1

(
C1

xi

− 1
)2

− 1

2
ρ2

n,k

N∑

i=1

(
C0

xi

− 1
)2

}
.

Odtud snadno

ln `(x1, x2, . . . , xn) = N ln
C1

c0

− ρ2
n,k

2

N∑

i=1

{(
C1

xi

− 1
)2

−
(

C0

xi

− 1
)2

}

= N ln
c1

C0

− ρ2
n,k

2

N∑

i=1

C2
1 − C2

0 − 2(C1 − C0) xi

x2
i

.

Předpokládáme, že C0, C1 jsou hodnoty ukazatele Cp s t́ım, že pro jednoduchost

0 < C0 < C1.

Speciálně, pro N = 1 máme

ln `(x) = ln
C1

C0

− ρ2
n,k

2
· C2

1 − C2
0 − 2(C1 − C0) x

x2
.

Bohužel nelze tento věrohodnostńı poměr rozepsat do tvaru

ln(x1, x2, . . . , xN) = QN(C0, C1) + KN(C0, C1) TN(x1, . . . , xN),

který by znamenal věrohodnostńı funkci s monotónńım poměrem věrohodnost́ı, kterého by

se dalo využ́ıt např. pro konstrukci nejsilněǰśıch test̊u pro složené alternativy. Znamená to,

že tento věrohodnostńı poměr se dá obecně využ́ıt pouze pro konstrukci testu jednoduché

hypotézy H0 : Cp = C0 proti jednoduché alternativě H1 : CP = C1. Nejdř́ıve se budeme

zabývat opět nejjednodušš́ım př́ıpadem N = 1.

Testujme hypotézu H0 : Cp = C0 proti alternativě H1 : Cp = C1. Klasické Neyman–

Pearsonovo lemma dává nejsilněǰśı test: hypotéza H0 se zamı́tá, když

ln
C1

C0

− ρ2
n,k(C1 − C0)


C − Ĉp

Ĉ2
p


 > λα,

přičemž λα je stanoveno tak, aby

P



ln

C1

C0

− ρ2
n,k(C1 − C0)


C − Ĉp

Ĉ2
p


 > λα |H0



 = α
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(neńı problém vyjádřit věrohodnostńı poměr ve výše uvedeném tvaru, kde C = C0+C1

2
).

Lze totiž předpokládat, že hodnota testové statistiky bude větš́ı, když hodnoty odhad̊u

Ĉp budou větš́ı, a t́ım bĺıže k platnosti alternativy H1. Jde tedy o to naj́ıt hodnotu λα

tak, aby

P





C − Ĉp

Ĉ2
p

<
ln C1

C2
− λα

ρ2
n,k

∣∣∣H0



 = α.

Pro nalezeńı vhodné hodnoty λα je nutno odvodit hustotu rozděleńı veličiny C−Ĉp

Ĉ2
p

, při

odhadu směrodatné odchylky založené na R. Pro tento ćıl je nutno analyzovat pr̊uběh

funkce T1(x) = C−x
x2 . Tato funkce neńı monotónńı, je definovaná na (0, +∞) a T1(x) = 0

pro x = C. Pro x ∈ (0, C〉 je ostře klesaj́ıćı, pro x ∈ (C, +∞) má parabolický pr̊uběh

s limx→∞ T1(x) = 0 a zde T1(x) < 0. Je-li u ∈ 〈0, +∞), pak rovnice T1(x) = u má jediný

kořen

x0 = −1 +

√
1 + 4uc

2u
,

pro u ∈
(
0, − 1

4C

〉
existuj́ı dva kořeny

x1 =
−1−

√
1 + 4uC

2u
, x2 =

−1 +
√

1 + 4uC

2u
.

Na základě těchto fakt̊u je pak hustota rozděleńı pravděpodobnosti pro veličinu T1(Ĉp)

rovna pro u ≥ 0

hT1(x) = fR


−1 +

√
1 + 4uC

2u


 · 1∣∣∣∣T ′

1

(
−1+

√
1+4uC

2u

)∣∣∣∣

pro 0 > u ≥ − 1
4C

hT1(x) = fR


−1 +

√
1 + 4uC

2u


 · 1∣∣∣∣T ′

1

(
−1+

√
1+4uC

2u

)∣∣∣∣

+fR


−1−

√
1 + 4uC

2u


 1∣∣∣∣T ′

1

(
−1−

√
1+4uC

2u

)∣∣∣∣
.

Je vidět, že vzorec pro hustotu rozděleńı T1(Ĉp) je poměrně složitý a pro nalezeńı požadované

hodnoty λα podle předepsaného rizika α je nutno sáhnout k numerickému řešeńı.

Zcela analogicky lze postupovat v př́ıpadě b), kdy je odhad směrodatné odchylky

založen na s.
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Poněkud jiná situace nastává v př́ıpadě c), kdy je odhad směrodatné odchylky odvozen

od pr̊uměrného rozptylu. Tento př́ıpad byl již částečně uvažován v [2]. Nyńı provedeme

úplný rozbor této situace. Opět rozsah podskupiny je n, v každém úseku je uvažováno

k podskupin a úsek̊u je N . Odvod́ıme věrohodnostńı poměr:

ln
fI(x1, x2, . . . , xn|C1)

fI(x1, x2, . . . , xn|C0)
=

Nk(n− 1)

2
ln

C2
1

C2
2

− Nk(n− 1)

2
(C2

1 − C2
0)

1

N

N∑

i=1

1

x2
i

.

Při tomto př́ıstupu k testováńı hypotéz o ukazateli Cp je nutno předpokládat nezávislost

mezi podskupinami a popsáńı hodnot jakostńıho znaku v rámci každé podskupiny pomoćı

normálńıho rozděleńı s r̊uznými středńımi hodnotami, ale stejným rozptylem. Znamená

to, že proces nemuśı být zvládnut v̊uči parametru polohy, ale muśı být zvládnut v úrovni

variability.

Jak snadno vidět, logaritmus věrohodnostńıho poměru lze napsat do tvaru

ln
fI(x1, x2, . . . , xn|C1)

fI(x1, x2, . . . , xn|C0)
= KN(C0, C1) TN(x1, x2, . . . , xN) + QN(C0, C1),

kde

KN(C0, C1) =
Nk(n− 1)

2
(C2

1 − C2
0)

TN(x1, x2, . . . , xN) =
1

N

N∑

i=1

1

x2
i

QN(C0, C1) =
Nk(n− 1)

2
ln

C2
1

C2
0

.

Opět budeme předpokládat, že C0 < C1. Je vidět, že logaritmus věrohodnostńıho poměru

je lineárńı funkce pro každou dvojici C0, C1. Na základě obecné teorie o testech založených

na monotónńım poměru věrohodnosti, viz např. [3], lze tvrdit, že v tomto př́ıpadě exis-

tuje stejnoměrně nejsilněǰśı test ϕ(x1, x2, . . . , xN) hypotézy H0 : Cp = C0 proti složené

alternativě H1 : Cp > C0:

ϕ(x1, x2, . . . , xN) = 1 pro TN(x2, x2, . . . , xN) < konst

ϕ(x1, x2, . . . , xN) = γ pro TN(x2, x2, . . . , xN) = konst

ϕ(x1, x2, . . . , xN) = 0 pro TN(x2, x2, . . . , xN) > konst.

Tedy hypotéza Cp = C0 se zamı́tá, pokud plat́ı nerovnost

TN(x1, x2, . . . , xN) =
1

N

N∑

i=1

1

x2
i

< konst.

Otevřeným problémem z̊ustává odvozeńı rozděleńı pravděpodobnosti pro statistiku

TN za předpokladu platnosti H0, aby bylo možno stanovit hodnotu konstanty při volbě
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rizika 1. druhu. V nejjednodušš́ım př́ıpadě N = 1 je situace daleko sch̊udněǰśı, nebot’ pak

se jedná o statistiku T1(x1) = 1
x2
1

a hypotéza H0 se zamı́tá, když

Ĉp > C0

√√√√ k(n− 1)

qα(k(n− 1))
,

kde qα(k(n− 1)) je α-kvantil rozděleńı χ2 o k(n− 1) stupńıch volnosti. Odhad Ĉp je pak

jediný odhad založený na k podskupinách o rozsahu n kus̊u.

V praxi je daleko vhodněǰśı otočit role hypotézy H0 a alternativy H1. Proces bude t́ım

kvalitněǰśı, č́ım ukazatel Cp bude větš́ı. Ptáme se tedy, zdali plat́ı hypotéza, že Cp = C1

proti tomu, že Cp < C1. Pro N = 1 se hypotéza C0 = C1 zamı́tá, když

Ĉp < C0

√√√√ k(n− 1)

qα(k(n− 1))
.

Testy založené na konfidenčńıch intervalech

V př́ıpadech a) a b) nelze na základě věrohodnostńıho poměru zkonstruovat stejnoměrně

nejsilněǰśı test jednoduché hypotézy proti složené alternativě, protože uvažovaný věro-

hodnostńı poměr nemá vlastnost monotonie. Hustoty rozděleńı pravděpodobnosti však

umožňuj́ı konstrukci konfidenčńıch interval̊u pro požadované hodnoty ukazatele Cp. Lze

postupovat následovně: hypotéza H0 : Cp = C0 proti alternativě H1 : Cp 6= C0 se nezamı́tá,

když odhad Ĉp parametru Cp bude obsažen v intervalu

qα/2 < Ĉp < q1−α/2,

kde P
{
qα/2 < Ĉp < q1−α/2

}
= 1 − α, kde α je riziko chyby 1. druhu. V př́ıpadě odhadu

Cp pomoćı pr̊uměrného rozpět́ı R to znamená, že

Cp
1

1 +
βnu1−α/2

αn

√
k

< Ĉp < Cp
1

1 +
βnuα/2

αn

√
k

.

Hypotéza H0 : Cp = C0 se nezamı́tá t́ımto testem na hladině α, když

Ĉp

(
1 +

βnuα/2

αn

√
k

)
< C0 < Ĉp

(
1 +

βnu1−α/2

αn

√
k

)
.

Zde je tedy uvažován př́ıpad s pouze jedńım úsekem, tedy N = 1.

Př́ıpad pro N > 1 bude řešen později, nebot’ pak odvozeńı rozděleńı pravděpodobnosti

testové statistiky je daleko komplikovaněǰśı.
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Kvalita testu se posuzuje jeho silou, tzn. pravděpodobnost́ı zamı́tnut́ı hypotézy, když

ona neplat́ı. Čili jde o to určit pravděpodobnosti náhodných jev̊u

Ĉp ≤ C0(
1 +

βnu1−α/2

αn

√
k

) , Ĉp ≥ C0(
1− βnuα/2

αn

√
k

)

za platnosti alternativy H1 : Cp = C1, a zjistit, jak tato śıla testu záviśı jednak na

rozd́ılu C1 − C0 a jednak na vztahu pravděpodobnosti pro Cp = C1 jako hA(·). Pak

pravděpodobnost přijet́ı alternativy je

C0
1+ξn/

√
k∫

0

hA(x) dx +

∞∫

C0
1−ξn/

√
k

ha(x) dx = 1−

C0
1−ξn/

√
k∫

C0
1+ξn/

√
k

ha(x) dx,

kde ξn = βn

αn
u1−α/2, u1−α2 je př́ıslušný kvantil rozděleńı N(0, 1). Snadno je vidět, že při

k ↗∞ śıla testu roste k 1 pro každý rozsah podskupiny. Alternativńı hustota má tvar:

hA(x) =
1√
2π

αn

βn

√
k exp

{
−1

2

α2
uk

β2
u

(
C1

x
− 1

)
· C1

x2
.

}

Po dosazeńı do výše uvedených integrál̊u a transformaci proměnných lze psát: necht’

βn,k(α) je pravděpodobnost chyby 2. druhu, pak

βn,k(α) =

C0

1−
βnu1−α/2

αn
√

k∫

C0

1+
βnu1−α/2

αn
√

k

hA(x) dx = Φ

(
αn

βn

√
k

(
C1

C0

− 1
)

+
C1

C0

u1−α/2

)

−Φ

(
αn

βn

√
k

(
C1

C0

− 1
)
− C1

C0

u1−α/2

)

kde Φ(·) je distribučńı funkce of N(0, 1) a u1−α/2 je jej́ı př́ıslušný kvantil.

Odtud již ihned vid́ıme, že śıla testu je rovna

1− βn,k(α) = 1− Φ

(
αn

βn

√
k

(
C1

C0

− 1
)

+
C1

C0

u1−α/2

)

+Φ

(
αn

βn

√
k

(
C1

C0

− 1
)
− C1

C0

u1−α/2

)
.

Pro ilustraci uvažujme př́ıpad, když n = 5, k = 20 a α = 0, 05. Pak α5 = 2, 326,

β5 = 0, 864, u0,975 = 1, 96, a tud́ıž śıla takovéhoto testu je rovna při C0 = 4
3

a C1 = 5
3

přibližně 0,7123. To znamená, že silou přibližně 71% budeme detekovat proces, který je

na skutečné úrovni Cp = 1, 67.

Uvažujme ještě př́ıpad téhož zadáńı pouze se změnou C1 = 1. Pak śıla testu bude

rovna přibližně 1−Φ(−1, 54)+Φ(−4, 47)
.
= 1−0, 0618 = 0, 9382. Tedy pokud bude proces
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skutečně nezp̊usobilý s Cp = 1, pak při tomto zadáńı tento test tuto nezp̊usobilost de-

tekuje s pravděpodobnost́ı 93,82%. Všimněme si dosti značného rozd́ılu mezi uvažovanými

př́ıklady.

Lze se ptát, kolik podskupin je nutno uvažovat, aby śıla u prvńıho př́ıkladu se zvýšila

ze 71% na 95%. Aby tomu tak bylo, muśı být chyba 2. druhu βn,k(α) maximálně 5%, tedy

hledáme k takové, aby β5,k(0, 05) ≤ 0, 05. Protože k bude muset být rozhodně nad 20, je

možno hodnotu

Φ

(
αn

βn

√
k

(
C1

C0

− 1
)

+
C1

C0

u1−α/2

)

nahradit 1, a tud́ıž je nutno volit k tak, aby bylo

Φ

(
αn

βn

√
k

(
C1

C0

− 1
)
− C1

C0

u1−α/2

)
≥ 0, 95,

tedy

Φ
(
2, 6921 · 0, 25

√
k − 2, 45

)
≥ 0, 95,

Φ
(
0, 673

√
k − 2, 45

)
≥ 0, 95.

Když zvoĺıme k = 38, pak riziko 2. řádu bude 0,955.

Z toho plyne, že pro detekci procesu na úrovni Cp = 1, 67 je nutno uvažovat cca 37 – 38

podskupin o 5ti výrobćıch v každé podskupině.

Zcela analogicky lze spoč́ıtat śılu testu založeného na konfidenčńıch intervalech pro Cp

v př́ıpadě statistiky pr̊uměrné směrodatné odchylky s. Pouze mı́sto koeficient̊u αn, βn se

objev́ı koeficienty an−1, bn−1, které jsou rovněž tabelovány.

Porovnejme tyto testy s nejsilněǰśım testem založeným na pr̊uměrném rozptylu. Máme

tedy opět k dispozici k podskupin o rozsahu n kus̊u. Pak odpov́ıdaj́ıćı hustota rozděleńı

pravděpodobnosti má tvar pro x > 0

fI(x) =
Csss/2

2s/2−1Γ
(

s
2

) exp

{
−C2s

2x2

}
1

xs+1
,

s = k(n − 1) a fI(x) = 0 jinak. Testujeme hypotézu Cp = C0 proti obecné alternativě

Cp 6= C0. Neńı problém ukázat, že hustota fI(·), viz [1], je odvozena od vztahu

P

{
λ <

Ĉp

C0

< µ

}
= P

{
k(n− 1)

µ2
χ2(k(n− 1)) <

k(n− 1)

λ2

}
,

kde χ2(k(n − 1)) je náhodná veličina s χ2-rozděleńım s k(n − 1) stupni volnosti. Odtud

již snadno zjist́ıme, že s pravděpodobnost́ı 1− α je

C0

√√√√ k(n− 1)

q1−α/2(k(n− 1))
< Ĉp < C0

√√√√ k(n− 1)

qα/2(k(n− 1))
,
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kde qα/2(k(n−1)) a q1−α/2(k(n−1)) jsou př́ıslušné kvantily od χ2-rozděleńı s k(n−1) stupni

volnosti. Odtud již snadno zjist́ıme, že chyba 2. druhu testu Cp = C0 proti alternativě

Cp 6= C0 je dána výrazem

βn,k(α) =

C0

√
k(n−1)

qα/2(k(n−1))∫

C0

√
k(n−1)

q1−α/2(k(n−1))

fI(x) dx,

kde parametr C1 v hustotě fI(·) představuje alternativńı možnost, že Cp = C1 6= C0. Výše

uvedená chyba 2. druhu se dá snadno spoč́ıtat, a to pomoćı distribučńı funkce χ1-rozděleńı

s k(n− 1) stupni volnosti. Plat́ı totiž, že

βn,k(α) =

C1
C0

√
q1−α/2(s)∫

C1
C0

√
qα/2(s)

us−1

2s/2−1Γ
(

s
2

) exp

{
−u2

2

}
du,

kde pro jednoduchost s = k(n− 1). Pak śıla studovaného testu při alternativě Cp = C1 je

dána výrazem

1− βn,k(α) = 1−H1
s

(
C1

C0

√
q1−α/2(s)

)
+ H1

s

(
C1

C0

√
qα/2(s)

)
,

kde H1
s (·) je distribuce rozděleńı χ1 o s stupńıch volnosti, q1−α/2(s) a qα/2(s) jsou kvantily

χ2-rozděleńı o s stupńıch volnosti.

Když se nyńı vrát́ıme k př́ıklad̊um s n = 5, k = 20, α = 0, 05, pak zjist́ıme, že śıla

výše uvažovaného testu je pro C1 = 5
3
, C0 = 4

3

1− β5,20(0, 05) = 1−H1
80(1, 25 · 10, 326) + H1

80(1, 25 · 7, 560).

Distribučńı funkci H1
k(n−1)(·) rozděleńı χ1(k − 1) lze snadno vyjádřit pomoćı distribučńı

funkce H2
k(n−1) rozděleńı χ2(k(n− 1)), totiž

H1
k(n−1)(x) = H2

k(n−1)(x
2).

Pak śıla testu je dána hodnotou

1− β5,20(0, 05) = 1−H2
80(166, 6125) + H2

80(89, 30) = 1− 1 + 0, 7766 = 0, 7766.

Z toho vyplývá, že test založený na pr̊uměrném roztylu je o něco silněǰśı nežli testy

založené na pr̊uměrném rozpět́ı či pr̊uměrné směrodatné odchylce.
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